PROBLEMA 1

In un piano cartesiano ortogonale Oxy si considerino le parabole C, e C, di equazione rispettivamente:

a)
b)

d)

Cp:y—x?= e Cy: y2+8x—6y—3=0
Si verifichi che le due curve sono tangenti in A(1,1) e che hanno in comune un ulteriore punto B.
Detta R la regione finita di piano delimitata dalle due parabole, si conduca per A una retta r che
incontra I’asse delle ordinate in S e il contorno di R, oltre che in A, in un ulteriore punto P. Si consideri
la funzione
P
S

=

f(m) =

essendo m il coefficiente angolare della retta r.

BN

Si studi la funzione f(m) determinandone in particolare il massimo assoluto e gli eventuali massimi
relativi.

Considerata la regione del semipiano x = 2 delimitata dal grafico di f e dall’asse x, si calcoli il volume
che si genera con una sua rotazione completa intorno all’asse x, verificando che, pur essendo illimitata,
possiede volume finito.

11 grafico delle due parabole si traccia immediatamente:
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figural

E banale verificare che (1,1) é comune alle due parabole; un po’ meno che é punto di tangenza (io
I’ho fatto calcolando la pendenza della tangente in x = 1 della simmetrica di C, rispetto alla
bisettrice y = x e poi prendendo il reciproco).

Mettendo a sistema le due equazioni, si trova poi anche il secondo punto comune: viene facile se si
sfrutta il fatto che x = 1 e soluzione due volte.

Si noti che:

m(t)=2 e m(AB) =-2



Passando alla seconda parte:

AR 7

figura 2

E evidente che a seconda dell’arco di parabola intercettato, le coordinate di P si otterranno da
sistemi diversi; cio portera, poi, a una funzione definita a tratti.

A grandi linee (il secondo caso é un pochino piu laborioso):

rettarper A: y—1=m(x—1)

— - 1
rOCy: {i_;”zx L R P=(m—-1,(m—-1)2) A-2<m<2
_— y=mx—-m+1 . m?+4m—8 5m—38 - _—
s {y2+8x—6y—3=0 Sl m?2 " m Bt EVEED)

Per il calcolo della funzione richiesta bisogna ora distinguere:

e se —2<m<2:

AP=|m-1-1-y1+m?=|m-2|-V1+m>=@2-m)-V1+m
5 sEmE AV
m? +4m—8 " _ |[4m—8

1+ m?

m2 m?2

-\/1+m2=4|m—2

Da S = (0,—m + 1) si ricava poi immediatamente AS =1+ mZ2.
Pertanto:

2—m se —-2<m<?2
f(m)={4 m— 2

2 se m<-=-2vm>2

4(m—-2 . . . . .
In sostanza, detta g(m) = (—2) , possiamo riscrivere la nostra funzione cosi:
m



—g(m) se m< -2
fmM={2-m se -2<m<2
g(m) se m> 2

Per studiare f; sara dunque sufficiente studiare g, anche ignorando le limitazioni imposte dal
problema, e solo in seconda battuta considerare le necessarie restrizioni e simmetrie.

DOMINIO R — {0}

SEGNO g>0se m>2
FRONTIERE . 4(m-2) . 4m(1-2/m)
m——oo m m—-—oo m
4(m -2 Idm(1-2
lim =D yp, AmA-2/m)
m—+oo m m—+oo m
INT. , _(m*=2m(m-2)\ 4-m
MONOTONI4 9 =4 = ——— 4(7)
, N>0sem<4
= D>0sem>0
Dunque g' >0 se 0<m<4 \ 1 / 1 \
0 4 .
i m=4
maxrei. g(4) =%

Come si puo notare non siamo andati ad indagare il comportamento di g vicino a
0 (perché non interessera); invece é utile sapere come la funzione “attacca” nei
puntim=—-2 em=2:

g(-2)=-4 g'(-2)=-3/4

92)=0 g'@)=1

CONVESSITA —m3 —3m?%(4 —m) m—6
g” =4 Z == 8( )
m
Facilissimamente: g" >0 se m>6

P | /.\ N\
\(I)/Jl\g

m=6
flesso: {9(4) - g tangente inflessionale: g'(6) = —%

1 grafici sono a pagina seguente:
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Come si puo notare, MAX ASSOLUTO =4 e MIN. ASSOLUTO = 0.

Quanto all’ultima parte del quesito é un banale calcolo di integrale definito (seppure improprio).

Si dovrebbe ottenere

V—81r
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Problema 2
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QUESITO 3
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QUESITO 4
Dimostrare che ogni soluzione dell’equazione differenziale x2y’+ 2xy = 1 nell'intervallo x > 0
tende a zero per x — +co e determinare la soluzione y che soddisfa y(2) = 2y(1).

Soluzione:

y' + %y e xl—z trattasi di equazione lineare del primo ordine quindi (supponendo x > 0 cerco
f%dx = 2Inx = Inx? e quindi moltiplico per e!™** = x2:

x+c

y’-x2+zy-x2=1 >D(x*y)=1-> x*’y=x+c »>y=
X x2

L’integrale generale nellintervallo x > 0 € quindiy = xx—J'ZC esiha lim Z=0vceR

x—+oo X2

Imponiamo ora la condizione y(2) = 2y(1):

2+ 1+ 6 . . . i
TC = ZTC —»2+c=8+8c »7c=-6 »c=—- e siottiene la soluzione particolare
6
_*
y==

QUESITO 5
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QUESITO 6

La funzione
aln(e—Dx2+1), x<0
f(x)= gk
(2a+1)e x x>0
con derivata
2(1-e)ux
, (e—1x2+1’ £50
f(x)= Sl gl
X
%, x>0

¢ di classe C! su tutto R se e solose f(0) = lirg f(x) = lirél+ f(x)e
x-0" X=>

lirgl filx)= lil;r:'l+ f'(x); si vede abbastanza facilmente che entrambe le condizioni sono sempre
x=0" X—=
verificate indipendentemente dal valore dei parametro (f € sempre continua e derivabile in 0!).

L’unico limite non immediato é lir(r}1+ f'(x) in cui si presenta la forma indeterminata [0/0] ma che
X—

non conviene risolvere con il teorema di De L’Hopital. Si puo affrontare discutendo il confronto tra
¢ o o 1
infinitesimi oppure con la sostituzione i L

2(2a+1)et

= () = lim 2Q2ate _
et

. (2a+1)et? ;
lim ———— = (H)= lim
(H) to+oo et

t—+o0 et t—=+oo0

0.

L’unica condizione del teorema di Rolle che aiuta a determinare i1 parametri ¢ f (—1) = f(1), da cui

si ottiene 2a + 1 = «, da cui si ottiene a = —1.
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